3 Линейные нормированные пространства и 
операторы в них

Тема 3.1 
Линейные нормированные пространства 

Всюду ниже Х – векторное пространство над полем К (К=
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Определение. Пусть
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называется линейной комбинацией векторов 
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Определение. Конечная система 
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возможно лишь при 
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. В противном случае она называется линейно зависимой.
Определение. Бесконечная система 
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 векторов из 
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называется линейно независимой, если каждая ее конечная подсистема линейно независима.

Определение. Пусть 
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 – векторные пространства над полем К. Отображение 
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 называется изоморфизмом векторных пространств, если оно

1) биективно;

2) линейно, т.е. удовлетворяет тождеству 
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Определение. Пусть 
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. Отрезком в Х с концами х и у называется множество 
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Определение. Подмножество 
[image: image17.wmf]AX

Ì

 называется выпуклым, если вместе с любыми своими точками х и у оно содержит и весь отрезок [x,y].
Теорема-определение. Пусть 
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 - подпространство пространства 
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. Семейство 
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является векторным пространством относительно операций
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Оно называется факторпространством пространства Х по подпространству М.
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 называется нормой, если она обладает следующими свойствами:
1) 
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Часто вместо 
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 пишут 
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Определение. Если в предыдущем определении заменить аксиому 1) более слабой:


[image: image30.wmf]1)

¢

 
[image: image31.wmf]()0,

px

³


то получим определение полунормы.
Определение. Векторное пространство Х, наделенное норомой, называется нормированным.

Каждое нормированное пространство 
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 становится метрическим при наделении его естественной метрикой 
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Таким образом, к нормированным пространствам применимы все понятия и результаты теории метрических пространств.

Определение. Две нормы p и q в векторном пространстве Х называются эквивалентными, если существуют такие положительные числа a и b, что при всез х из Х выполняются неравенства
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3.1.1. Проверить, является ли функция p полуноромой, нормой в пространстве X (таблица 3.1.1).
Таблица 3.1.1
	Вариант
	X
	p(x)

	1
	2
	3

	1
	
[image: image35.wmf]]

;

[

)

1

(

b

a

C


	
[image: image36.wmf]{

}

]

;

[

:

)

(

'

max

)

(

b

a

t

t

x

a

x

Î

+



	2
	
[image: image37.wmf]]

1

;

0

[

)

(

n

C


	
[image: image38.wmf]å

=

£

£

n

k

k

t

t

x

0

)

(

1

0

)

(

max



	3
	
[image: image39.wmf]()

B

¡


	
[image: image40.wmf]{

}

sup()

xtt

Î

¡




Окончание таблицы 3.1.1
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3.1.2. Является ли множество А выпуклым в пространстве X (таблица 3.1.2)?

Таблица 3.1.2
	Вариант
	X
	A

	1
	2
	3
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Окончание таблицы 3.1.2
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3.1.3. Проверить, является ли последовательность векторов 
[image: image73.wmf]k

x

 в пространстве X линейно независимой (таблица 3.1.3). 
Таблица 3.1.3
	Вариант
	X
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3.1.4. Привести пример последовательности 
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, которая сходится в X, но не сходится в Y, если пространства X и Y наделены естественными нормами (таблица 3.1.4).
Таблица 3.1.4
	Вариант
	X
	Y
	Вариант
	X
	Y

	1
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3.1.5. Являются ли нормы p и q эквивалентными в пространстве E (таблица 3.1.5)?

Таблица 3.1.5
	Вариант
	E
	p
	q

	1
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3.1.6. Построить изоморфизм между факторпространством L/M  и 

одним из стандартных линейных пространств (таблица 3.1.6).

Таблица 3.1.6
	Вариант
	L
	M

	1
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Примеры решения типовых задач

1. Является ли множество А выпуклым в пространстве Х?

Пример 1. 
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Решение. Воспользуемся определением выпуклости. Возьмем 
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Значит, множество А является выпуклым.
2. Проверить, является ли заданная система векторов 
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 в пространстве Х линейно независимой.

Пример 1. 
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Решение. Покажем сначала, что для любого натурального n система 
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является линейно независимой. Пусть 
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Подставив в это равенство 
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Сокращая на 
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(Возможно другое решение: алгебраическое уравнение (2) не может иметь более n корней, если не все его коэффициенты равны нулю). 
Наконец, так как любая конечная подсистема нашей системы содержится в системе вида (1) при достаточно большом n, то данная бесконечная система тоже линейно независима.
Пример 2. 
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Решение. Заметим, что
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Тогда 
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а значит, данные функции линейно зависимы.

3. Привести пример последовательности 
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Пример 1. 
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Решение. Рассмотрим последовательность 
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то 
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Пример 2. 
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Решение. Рассмотрим в пространстве 
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Тогда в 
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Допустим, что 
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Отсюда следует, что если 
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Пример 3. 
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Решение. Рассмотрим последовательность 
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В пространстве 
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не стремится к нулю при 
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и рассуждая, как в предыдущих примерах, получим, что 
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4. Выяснить, являются ли нормы p и q эквивалентными в данном пространстве X.
Пример 1. 
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    Решение. Очевидно, что 
[image: image247.wmf]1

l

x

Î

"

 
[image: image248.wmf])

(

)

(

x

q

x

p

£

. Допустим теперь, что 

[image: image249.wmf]1

0

axl

$>"Î

 
[image: image250.wmf])

(

)

(

x

p

a

x

q

×

£

,
то есть


[image: image251.wmf]1

1

()sup()

nN

n

xnaxnxl

¥

Î

=

£"Î

å

.

При 
[image: image252.wmf]1

,...

0

,

0

,

1

,...,

1

,

1

l

x

раз

п

Î

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

3

2

1

 последнее неравенство примет вид

[image: image253.wmf]nan

£"Î

N

.

Полученное противоречие показывает, что нормы p и q не эквива-лентны.


Пример 2. 
[image: image254.wmf].
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Решение. Заметим, что 
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Допустим теперь, что 
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Возьмем здесь 
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Пример 3. 
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Решение. Так как при всех 
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С другой стороны, так как 
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Итак, мы доказали, что p и q – эквивалентные нормы.

Пример 4. 
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Решение. В силу неравенства Коши-Буняковского
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Допустим, что 
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Так как 
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что невозможно ни при каком a. Значит, нормы p и q не эквивалентны.

5. Построить изоморфизм между факторпространством L/M и одним из стандартных линейных пространств.

Пример 1. 
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Решение. Возьмем произвольный элемент 
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Это равенство показывает, что отображение 
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Тема 3.2

Линейные ограниченные операторы в банаховых пространствах

Ниже X, Y – векторные пространства над полем К (К
[image: image294.wmf],
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Определение. Отображение 
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[image: image296.wmf]()(,,,)

AxyAxAyxyXK

ababab

+=+ÎÎ

.
Определение. Пусть X, Y – нормированные пространства над полем К. Линейный оператор 
[image: image297.wmf]:
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), если существует такое число С, что при всех х из Х выполняется неравенство ограниченности:
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При этом число С называется константой ограниченности оператора А.
Определение. Пусть X, Y – нормированные пространства над полем К, 
[image: image300.wmf]:
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Теорема. Пусть X, Y –нормированные пространства над полем К, 
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 - ограниченный линейный оператор. Справедливы следующие равенства:
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Теорема. Пусть X, Y – нормированные пространства над полем К, 
[image: image304.wmf]:
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 линейным оператор. Следующие утверждения равносильны:
1) оператор А непрерывен;

2) оператор А непрерывен в точке 0;

3) оператор А ограничен.

Определение. Пусть X, Y – нормированные пространства над полем К. Говорят, что последовательность 
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Сходимость по норме влечет сильную, но обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

3.2.1. Пусть X, Y – векторные пространства. Выяснить, совпадет ли область определения 
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[image: image311.wmf])

(

A

D

 в Y (таблица 3.2.1)?

Таблица 3.2.1
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3.2.2. Доказать, что данный оператор А:Х[image: image343.png]


Y умножения на функцию является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 3.2.2).

Таблица 3.2.2
	Вариант
	Х
	Y
	A

	1
	
[image: image344.wmf]]

1

;

1

[

2

/

3

-

L


	
[image: image345.wmf]]

1

;

1

[

2

/

3

-

L


	
[image: image346.wmf])

(

1

)

)(

(

3

t

x

t

t

Ax

+

=



	2
	
[image: image347.wmf]]

1

;

2

[

-

C


	
[image: image348.wmf]]

1

;

2

[

-

C


	
[image: image349.wmf])

(

)

1

(

)

)(

(

2

3

t

x

t

t

Ax

-

=



	3
	
[image: image350.wmf]]

2

;

1

[

4

/

5

L


	
[image: image351.wmf]]

2

;

1

[

4

/

5

L


	
[image: image352.wmf])

(

)

(

)

)(

(

4

2

t

x

t

t

t

Ax

-

=



	4
	
[image: image353.wmf]]

1

;

0

[

3

L


	
[image: image354.wmf]]

1

;

0

[

3

L


	
[image: image355.wmf])

(

)

(

)

)(

(

5

4

t

x

t

t

t

Ax

-

=



	5
	
[image: image356.wmf]]

1

;

1

[

1

-

L


	
[image: image357.wmf]]

1

;

1

[

1

-

L


	
[image: image358.wmf]()()(cos)()

Axttxt

p

=



	6
	
[image: image359.wmf]]

1

;

1

[

-

C


	
[image: image360.wmf]]

1

;

0

[

C


	
[image: image361.wmf])

(

)

(

)

)(

(

2

4

t

x

t

t

t

Ax

-

=



	7
	
[image: image362.wmf]4

[0;1]

L


	
[image: image363.wmf]2

[0;1]

L


	
[image: image364.wmf]()()()

Axttxt

=



	8
	
[image: image365.wmf]]

1

;

0

[

3

L


	
[image: image366.wmf]]

1

;

0

[

3

L


	
[image: image367.wmf]2

()()(1)()

Axttxt

=-



	9
	
[image: image368.wmf][0;2]

C


	
[image: image369.wmf]]

1

;

0

[

C


	
[image: image370.wmf]2

()()()()

Axtttxt

=-



	10
	
[image: image371.wmf](1)

[1;1]

C

-


	
[image: image372.wmf]]

1

;

0

[

C


	
[image: image373.wmf]()()(sin)()

Axttxt

p

=




3.2.3. Доказать, что данный оператор А, действующий из Х в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 3.2.3).
Таблица 3.2.3
	Вариант
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	Y
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3.2.4. Доказать, что данный оператор взвешенного сдвига А, действующий из Х в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 3.2.4).
Таблица 3.2.4
	Вариант
	Х
	Y
	A
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3.2.5. Доказать, что данный интегральный оператор А, действующий из X в Y, является линейным ограниченным, и найти его норму (таблица 3.2.5).

Таблица 3.2.5
	Вариант
	Х
	Y
	A

	1
	2
	3
	4
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Окончание таблицы 3.2.5
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3.2.6. Для данных нормированных пространств X, Y, последовательности операторов 
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2) сходится ли 
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 по норме к оператору А (таблица 3.2.6).

Таблица 3.2.6
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Примеры решения типовых задач

1. Пусть X, Y – векторные пространства. Выяснить, совпадет ли область определения 
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Решение. Если
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 EMBED Equation.3  [image: image517.wmf]¥
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Отсюда следует, что 
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Оператор А не является линейным (рассмотрите, например, 
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Хотя это и не требуется по условию задачи, исследуем оператор А на непрерывность. Для любой точки 
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Решение. В этом примере 
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 (в обоих случаях сходимость соответствующего ряда исследуется с помощью интегрального признака; докажите это).

Очевидно, A является линейным оператором (проверьте). 
Хотя это и не требуется по условию задачи, исследуем оператор А на непрерывность, что равносильно исследованию его ограниченности. Докажем, что A не является ограниченным. Допустим противное, т.е. что 
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Поскольку частичные суммы гармонического ряда 
[image: image542.wmf]не являются ограниченными, мы пришли к противоречию. Значит, оператор A не является непрерывным.

Пример 3. 
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Решение. Пусть 
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показывает, что 
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Легко проверить, что А линеен (проверьте). Докажем, что А ограничен. Используя предыдущее неравенство, получаем
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Наконец, как известно, из ограниченности оператора А следует его непрерывность.
Пример 4. 
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Решение. Здесь 
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В то же время,
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Таким образом, из того, что 
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. Мы показали, что А не является непрерывным в нуле, значит, A не является непрерывным на .

Пример 5. 
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Решение. Очевидно, что 
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. Таким образом, оператор A не является непрерывным на .

2. Доказать, что оператор 
[image: image582.wmf]Y

X

A

®

:
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а) Оператор умножения на функцию, действующий из X в Y. 

Пример 1. 
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Решение.  Ясно, что A − линейный оператор (проверьте).

Далее, так как 
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то A ограничен с константой ограниченности 
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б) Оператор, действующий из 
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[image: image596.wmf]77

2

(1)(2)()

:,0,0,,,...,,...

222

k

xxxk

AllAx

æö

®=

ç÷

èø

.

Решение. Ясно, что A − линейный оператор. Так как 
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то оператор A ограничен, причем 
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Из полученных неравенств следует, что 
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Пример 2.
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Решение. Оператор A линеен. Докажем неравенство ограниченности:
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Значит, оператор А ограничен, причем 
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В отличие от предыдущих примеров, здесь не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (3) превращается в равенство (подумайте, почему). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы х так, чтобы обе части (3) сколь угодно мало отличались друг от друга. Возьмём вектор 
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в) Оператор взвешенного сдвига.

Пример 1. 
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Решение. Oчевидно, что оператор A линеен. Докажем его ограниченность:
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поскольку, как легко проверить, 
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Решение. Oчевидно, что оператор A линеен. Докажем его ограни-ченность. Имеем

[image: image623.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

ò

2

/

1

1

0

8

2

)

(

dt

t

x

Ax



 EMBED Equation.3  [image: image624.wmf]1/2

1

8772

8

0

,,88()

tztzdtzdzzxzdz

æö

éù

====×£

ç÷

ëû

èø

ò


                               
[image: image625.wmf]1/2

1

2

0

22()22(5)

xzdzx

æö

£×=×

ç÷

èø

ò


(мы воспользовались тем, что 
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Как и в примере 2 пункта б), не существует ненулевого вектора, при котором неравенство (5) превращается в равенство (подумайте, почему). Поэтому будем подбирать ненулевые векторы х так, чтобы обе части (5) сколь угодно мало отличались друг от друга. Возьмём последовательность 
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Значит, 
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Из полученных неравенств следует, что 
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г) Интегральный оператор, действующий из X в Y.

Пример 1. 
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Решение. Из свойства линейности интеграла следует, что А – линейный оператор. Далее, 
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Значит, оператор А ограничен, причем 
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Легко видеть, что 
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Следовательно, 
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Окончательно получаем, что
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(остаток сходящегося ряда стремится к 0). Значит, последовательность 
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Следовательно, 
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Тема 3.3

Обратные операторы

Определение. Пусть X, Y – векторные пространства над полем К, 
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 - линейный оператор. Оператор А называется обратимым, если уравнение
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при любом у из 
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Определение. Оператор 
[image: image679.wmf]:()

BRAX

®

, удовлетворяющий условию ВА=IX, называется левым обратным к А.
Лемма. Пусть X, Y – векторные пространства над К, 
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1) оператор А имеет левый обратный;

2) оператор А инъективен;

3) KerA={0}.
Для нахождения левого обратного решают уравнение (1) с 
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Теорема (Банаха об обратном операторе). Пусть X, Y – банаховы пространства над полем 
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3.3.1. При каких значениях параметра 
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 обратим данный оператор 
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Таблица 3.3.1
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3.3.2. Пусть 
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Таблица 3.3.2
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Таблица 3.3.3
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Примеры решения типовых задач

1. При каких значениях параметра 
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Решение. В соответствии с определением обратного оператора рассмотрим уравнение 
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Обратный оператор 
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Таким образом, обратный оператор существует тогда и только тогда, когда 
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Решение. Очевидно, что А – линейный оператор. Докажем, что А является биекцией. Рассмотрим уравнение 
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Но последовательность 
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а потому 
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Ограниченность этого оператора следует из оценки (см. (3))
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Пример 2. 
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Решение. Очевидно, что А – линейный оператор. Запишем его в виде
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и рассмотрим уравнение 
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Пусть 
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Тогда (4) примет вид 
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Таким образом,     
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Итак, для любого 
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Непрерывность обратного оператора вытекает из теоремы об оценке интеграла. Действительно, по этой теореме при всех t имеем
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а потому выполняется неравенство ограниченности 
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 (другое доказательство непрерывности получается из (6) с помощью теоремы о предельном переходе под знаком интеграла Римана).
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1) Что представляет собой множество значений 
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Решение. Очевидно, что 
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множество всех точек из пространства 
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Так как уравнение 
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Решение. По теореме о дифференцировании интеграла с перемен-ным верхним пределом (теореме Барроу) функция 
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Рассмотрим оператор дифференцирования 
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при всех 
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Покажем, что 
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 не является ограниченным оператором. Допустим противное, т. е.
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Решение. Для нахождения обратного оператора рассмотрим в 
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Нужно выяснить, при каких значениях 
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для уравнения (7) должна иметь единственное непрерывно дифференцируемое решение. Воспользовавшись формулой для общего решения линейного дифференциального уравнения первого порядка, получим общее решение уравнения (7):
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Требуется узнать, при каких 
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Возможны два случая.
а) 
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для любого 
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 существует обратный оператор, который мы найдем, подставив это значение С в равенство (9):
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В силу теоремы Банаха об обратном операторе непрерывность этого оператора будет следовать из непрерывности оператора 
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Но правая часть этого уравнения при некоторых непрерывных у (например, при 
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Итак, обратный к оператору 
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